MODELE MATRICIEL EN DYNAMIQUE DU ROBOT
PARALLELE STEWART-GOUGH

STEFAN STAICU"

L’article établit des relations matricielles itératives d’analyse cinématique et
dynamique du robot parall¢le Stewart-Gough, schématisé dans 1’espace par un réseau
de chaines cinématiques fermées. Sous I’action de six forces générées par des
systétmes pneumatiques ou hydraulique indépendantes, les six actuateurs du
mécanisme tridimensionnel effectuerons des translations relatives. En connaissant le
mouvement général de la plateforme, on développe le probléme cinématique inverse
et on détermine les positions, les vitesses et les accélérations des éléments composant
le manipulateur. Basées sur le principe des travaux virtuels, les équations
fondamentales de la dynamique des robots paralleles offrent des expressions
récursives et des graphes pour les forces motrices des six actionneurs.

1. INTRODUCTION

Les robots industriels construits sont en général de type sériel, leur structure
mobile étant une chaine ouverte formée d’une succession de segments reliés entre
eux par des liaisons a un seul degré de liberté. Dans le but de réduire les volumes et
de diminuer les masses des corps en mouvement, certains robots comportent une
ou plusieurs boucles fermées formant chacune un polygone articulé.

Concernant la précision, la rigidit¢ ou la capacité de charge, les
manipulateurs paralléles sont des mécanismes ayant des bonnes performances. Un
robot a architecture paralléle contient en général deux plate-formes: 1’une
appartient au repére fixe et I’autre peut effectuer des mouvements arbitraires dans
son espace de travail. Etant lié a la plate-forme mobile, I’effecteur du robot est mis
en connexion avec la plate-forme fixe par 1’intermédiaire des jambes mobiles
d’architecture sérielle. Les liaisons des ¢léments du robot seront des couples
sphériques, couples cylindriques ou bien couples prismatiques. Le nombre des
¢éléments actifs est en général égal au nombre de degrés de liberté du manipulateur.

Les robots paralleles en comparaison avec les robots sériels ont des
caractéristiques spéciales: rigidité et capacité dynamique de charge plus élevée,
actionneurs immobiles, bonne précision d’orientation et un fonctionnement stable.
La possibilité de choisir 1’articulation que I’on veut motoriser permet de ramener
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les systémes moteurs vers la base, donc de minimiser le nombre des masses
mobiles. Equipés d’actionneurs hydrauliques ou pneumatiques, les manipulateurs
paralléles disposent d’une construction robuste et peuvent déplacer rapidement des
charges assez imposantes.

Le manipulateur parallele Star de Hervé (Hervé et Sparacino [12]; Tremblay
et Baron [30]) et le robot paralléle Delta (Staicu et Carp-Ciocardia [27]) congu par
Clavel [3] a I’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne et par Tsai et Stamper
[32] a I’Université de Maryland sont équipés de trois moteurs en paralléle et
entrainent 1’effecteur en translation générale a trois degrés de liberté. L’analyse
cinématique et dynamique directe d’un prototype de manipulateur sphérique Agile
Wrist a trois rotations concourantes est développée par Gosselin et Angeles [1],
[11]. L’application la plus connue est le simulateur de vol a six degrés de liberté,
c’est-a-dire la plateforme Gough-Stewart (Stewart, [29]; Merlet, [18]; Parenti
Castelli et Di Gregorio, [21]; Baron et Angeles, [2]).

2. MODELE CINEMATIQUE DU ROBOT

Le manipulateur Stewart-Gough est un mécanisme tridimensionnel représenté
par un réseau de chaines paralléles, ou la plate-forme mobile est mise en connexion
avec la base fixe par six jambes extensibles. Détermination de la configuration
instantanée du manipulateur est un sujet trés important pour le contréle de position
ou de mouvement de la plate-forme.

Fig. 1 — Schéma général du manipulateur.
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L’article présent établit des relations matricielles analysant la cinématique et
la dynamique d’un tel manipulateur & une configuration spéciale Stewart-Gough
3-3, ou les articulations de connexion de la base ou de la plate-forme en
mouvement coincident deux a deux (Fig. 1).

La topologie d’une des six chaines cinématiques du mécanisme est
composée d’une liaison passive a Cardan, un systéme pneumatique actif
rassemblant par une liaison prismatique deux €éléments rigides et enfin une liaison

passive sphérique appartenant a la plate-forme mobile (Fig. 2).

Fig. 2 — Schéma cinématique de la jambe 4 du manipulateur.

On considére le repere fixe Ox,y,z, (T,) par rapport auquel se déplace un
manipulateur paralléle a six degrés de liberté, ayant six pieds dont les éléments ont
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des dimensions connues. Le premier corps de la jambe A est une croix de Cardan
de petites dimensions, masse m,, tenseur d’inertie j |, mise en rotation autour de
I'axe A4,z avec la vitesse angulaire o/ et I’accélération angulaire &/ . La piéce
cylindrique 7, liée au repére 4,x; y;'z;', de longueur /,, masse m, et moment
dinertie J,tourne d’un angleg?, tel que of =¢%, &l =¢%. Une liaison
prismatique mette en connexion avec le repére A3x3A y3A Z3A une tige rigide de
longueur/, , masse m, et tenseur d’inertie J ;- Elle est mise en translation relative
suivant A4,x;{ avec le déplacement axial A%, la vitesse Vi, et I’accélération v, .

Une deuxiéme croix a Cardan A,, de masse m, et tenseur d’inertie J 4> st
entrainée ensuite en rotation avec une vitesse angulaire ], et I’accélératione;.
Enfin, une derniére petite picce A;de masse my et de tenseur d’inertie J s tourne
d’un angle ¢Z, et transmette le mouvement vers la plate-forme mobile par une
articulation cylindrique A, . Cette plate-forme est un triangle équilatéral de coté [,
masse m, et tenseur d’inertie J ¢ » tournant d’un angle relatif @ .

Les distances

04, = OB, = OC, = OD, = OE, = OF, =

(1)
=GA, =GB, =GCy =GD, =GE, =GF, =1,
et les angles suivants
271 21
3 3
4_c__E_ T p_ p__F_T
o) =0, =0, = 3,0L2—0L2—0c2—3, )
27
ocfzocf:%:af:ocf:ocf:?

donnent la location des points de connexion des six jambes a la base fixe et la
position initiale du robot
Puisqu’il s’agit d’un mécanisme a six degrés de liberté, sa position pourrait
A . . . . 4 4B AC 4D AE AF .
étre déterminée par les déplacements relatifs A3y, A3y, sy, Agy, A3y, Ag, des six
. : . : . G G _G
actionneurs prismatiques ou bien par les coordonnées x, , y, , z, du centre de

masse de la plate-forme et encore par les angles d’Euler o,,a,,0.; .
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En suivant la jambe A dans le sens OA,A4,A4,A4,A;A,, les matrices de passage
seront [24]:

— ¢ 4 4 — ,° _
a,=au8a, a; , a, = a21aﬁ92’ a, =9,

A
Ay = aé(tp?aaﬁel > Asy = a;p461 > a65 = a;pSaoc_«,eZ s (3)
avec les notations
0 0 -1 0 0 -1 cosa! sina! 0
6,=/0 1 010,={-1 0 0], a;‘l =|sina] cosa) 0| (i=1, 2, 3)
1 0 0 0 1 0 0 0 1
cosp sinf 0 cosg;,, sing;,, O
ag=|—sinf cosf 0|, a, =|-sing;,, cosg;,, 0], 4)
0 0 1 0 0 1

k
%o :Hak—jH, v (k=1,2,3,4,5,6).
J=1

Supposons que le mouvement général de la plateforme est exprimé par les

coordonnées du centre G

=G _ G G G 1T
7’0 _[xo Yo Zo],

s . (2
Xy =xy sm(—ntj,
3
e :yoc*[l—cos(z—;f]} , Q)
zg =h+zg*{l—cos(2?ntﬂ

et les angles de rotation autour de G
o, = a:[l—cos(z?ntﬂ @(i=1, 2, 3). (6)

La matrice générale a des rotations successives autour des axes Gx, Gy, Gz

est construite a I’aide de ces trois angles o,,0,, 0,
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1 0 0 cosa,, 0 —sina,
a,=/0 coso, sino,|, a,=| 0 1 0 ,
0 —sino, cosq, sina,, 0 cosa,

coso, sina; 0
a, =|—sino, cosa, 0|, a=a,a,a,. @)
0 0 1

Alors, les conditions géométriques de rotation de a plateforme seront données
par les identités

oT _ 70T _ T _ 70T __ oT _ gpoT —
gy Ago = Do gy = C0 Cop = Ao Ay = €50 €50 = Joo oo = » ®)
o 4 4 4
ag =a, 0,0,a,0,0,a,0,0,a, a; . )

Les valeurs des variables @j5, 03, A 3, @, @5, g sont déterminées par

les relations de contrainte suivantes

5

—A T =4 T=GA _

No T Zakork+1,k tagls =
=1

5

=B T =B T =GB _

=ho t Zbkorkﬂ,k + b@ors =
k=1

5

e T =C T =GC _

=ho +ch0rk+1,k +Cols = (10)
=1

5

_ =D T =D T=GD _
=M, t+ deork+1,k +dgr, =
=

5

_-E T -E T =GE _

=ho t Zekork+1,k el =
=

5

_=F T=F T=GF _ =G

=1 t kaorkn,k + fols =T
=l

et les notations
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0
0 (11)
0

4 _ 4= =4 _ A =4 __ 7= A4 A=
ho = loaalula ry =0, 75 =hu, + a5,
=4 _ 7= =A_ A _( 2G4 _7 =
ry=Luy, v, =0,rs =0, 7" =1u,.
Les mouvements des éléments de la jambe A du robot, par exemple, seront
caractérisés par des matrices antisymétriques (Staicu [25]):
~4 ~ A T 4~
Opo = Qg 1 Op 10 1 T O U35 (12)
associées aux vitesses angulaires absolues données par les formules de récurrence

4 ~ 4 4 = 4 4
Wyo =y 1 Oy 0 T Op Uz, Op | =Py (13)

. — 4 . . . ,
Les vitesses v, des centres Ak des articulations sont exprimées par es

relations
-4 —4 ~ A = —4
Vio = Y ktVi-1,0 T Qi1 Q1,07 k-1 + Vit - (14)

En supposant que le mouvement absolu de la plate-forme mobile est donné
par les relations (5) et (6), on développe le probléme cinématique inverse et on
évalue les vitesses et les accélérations des éléments du manipulateur. C’est pour
cela que nous faisons le graphe du mécanisme, tout en représentant les corps par
des points et les liaisons par des segments reliant ces points. Les conditions de
connectivité des vitesses relatives sont exprimées tout en suivant les contraintes de
chacun des cycles indépendants du graphe associé¢ au manipulateur.

Le modéle cinématique inverse est représenté par les équations matricielles
des contraintes cinématiques

(Dle Z_jiTalTo ﬁz. +03;1 ﬁiTazTo ﬁ3 +0)f3 ﬁiTaIOﬁs +
+(D:4”7iTa5To”73 + mgsﬁiTagoﬁs =
zﬁiT {dlafﬁl +d2alTa2Tﬁ2 +d3a1Ta2Ta3Tﬁ3} , (15)
wfoﬁiTalT()ﬁs {ale ’_é; + a3T| ’_":é + aeTl;%GA} +

A=T T~ ¢=d | T=dAd , T=Gd
Oy, U; Aylls {75 + Ayl + agly "+
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T =GA
+v32 u, a30 u3 +0)43u a40u3a64r6 +
A=T T~ T—=GA A=T T~ =G ~T =G .
FO5U; sl ATy + Ogslly AggUsTy _” ry (l = 19293) .
Ces relations fournissent les vitesses relatives o’ .o’ ,va o, o 0) en
10> Q215 V3p5 Oy35 Dy

fonction de la vitesse du centre G et des composantesd.,,d,,0,de la vitesse
angulaire de la plate-forme. Des expressions semblables s’obtiendront si I’on va
parcourir les autres cycles indépendants. Exprimé par les relations (15), le Jacobian
du mécanisme est un ¢élément essentiel pour I’analyse de I’espace de travail du
manipulateur.
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Fig. 3 — Force fﬁ de ’actionneur A4. Fig. 4 — Force f;; de I’actionneur B.

Supposons maintenant que le manipulateur est mis en mouvement virtuel

r .y . Av _ _ _ _ _
déterminé par les vitesses viy, =1, viy, =0,v5 =0,vD =0,vE =0,vL =0.

Des vitesses virtuelles caractéristiques exprimées en fonction de la position du
manipulateur sont fournies par certaines conditions de connectivité des vitesses
relatives des six jambes:

ST T —dv GAy _ =T T=Gv
U, a(,omma u, a' ®,, U a60{v60a+0‘)60ar6 y=u,av, (16)

. . Bv Cv __ Dv Ev _ Fv
Faisant successivementv;,, =1, vy, =1, v;,, =1, v;, =1, v3;, =1, nous aurons

d’autres relations de compatibilité des vitesses virtuelles.

rob

R . 4 4
Concernant les accélérations relatives €5, €515 Y315 €435 €545 g5 du
ot, celles-ci sont données par les relations de connectivité suivantes

A=T T A=T T= A=T T~ 4 =T T =
E1oll; Qyglly + &1, Qyglly + €43U; Aoty + Es4ll; AsgUy +
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+sg‘5ﬁiTa6TOﬁ3 = ﬁl.T {dlafﬁl + (')'LzalTazTﬁ2 + d3a1Ta2Ta3Tﬁ3 +
+d1d2afﬁla;ﬁz + d2d3a1Ta2Tﬁ2a3Tﬁ3 + d3d1a1Tﬁla2Ta3Tﬁ3 —
_031/100);1‘1:0”73“;1”73 —mfocogaﬁ)ﬁ}a‘fl@ - ®f10®§14a1T()ﬁ3a5Tlﬁs -
—mfomgsa%ﬁsa;% —mf]mfgago@azﬁs _(9;103;4432Toﬁ3a5Tzﬁ3 -
—03;160164561301130(3253 = O30 lly dgyily —
—03;36\):5 azoﬂ3a6T4ﬁ3 _03:4(’3:5 aSTOﬁ3a6T5ﬁ3} >
81Ao ﬁiTalT()"73 {a;@; + a3Tl’74; + agl’%GA} +
+8;1ﬁiTazToﬁ3 {’73;1 + a3T2’74§1 + agz?éGA} +
Y il iy + 8:143”7;‘110&3“62’76@ +
+e ;4 ﬁ;TasToﬂ3agsljeGA + SgsﬁiTagoﬁaFﬁGA = L_iiT 7‘7.0G -
—mﬁ)mfoﬁiTalTOz}ﬁ} {ale’_é; + aaTlﬂf + asTlFsGA} -
_mgl(’);lﬁ;a;oﬁa% {’73; + agz’a; + agz’%GA} -
_mfamfaﬁfa:oﬁﬁsagjﬁm - m?4®§4ﬁiTa5Toﬁaﬁ3a6T5?66A -
_wgswgsﬁ;ago%ﬁjﬁm -
—2(01’400);1ﬁiTa1T0ﬁ3a2T]ﬁ3 {’_”;; + a;ﬁ? + aeTz;})GA} -
_20)1/1003?417;“30’23“;123‘155’_écA - 2wf0wgsﬁiTa1T(>ﬁ3aglﬁ37%GA -
_2®;1®f3ﬁiTazToﬁaazz%aeTﬂ?éGA - 2®;1®?4ﬁiTa2Toﬁ3astﬁaacA -
_2@;103:5’7’;“;01’73‘1;2&3’76@ - 203;113®;4ﬁiTafoﬁ3a5T4ﬁ3a6T5’7ﬁGA -
_20‘):1430‘)/6451’7;61}01’73612-4&3’76@4 - 2(0?4(0:517?";0113"62&3’76&1 -

A A=T T~ T~ A A=T T~ T
=20, Vil; Aygllslyylly = 2005, Vil Gygll3 syl -

(17)

Les accélérations angulaires €;, et les accélérations 7y;, des centres de

articulations seront données par les dérivées des relations de récurrence (13) et (14)
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g:o = ak,k—lélf—l,o + 81?,1(—177‘3 + (’O:,k—lak,k—la‘):—l,oalj,k—ll’?S
6):063;10 + 5/:10 =y j (63;71,06)111,0 + élil,o)al;r,kfl +
+(’)1f,k7103:,k71&3&3 + Slf,k—lﬁ3 + 20‘)11:,k—1ak,k—1éz—l,oal;r,k—lﬁ3
7:0 = ak,k—ly;j—l,o +a, (6):71,0631/371.0 + 5:71,0)77131(71 + (18)
+V/f,k—1ﬁs + 2"/:1,/{—1ak,k—lcblf—l,oa:,k—l%
Vi,.=0 (c=1 2, 4,5, 6).
Les relations (15) et (17) représentent le modele cinématique du manipulateur

paralléle Stewart-Gough.

3. EQUATIONS DYNAMIQUES DU MOUVEMENT

Dirigées suivant les axes 4,z;, B,zr, C,z$, D,z0, E,zi, Fyz! , six forces

délivrées par six systemes hydrauliques ou pneumatiques indépendantes
p y y q p q P

74 - 7B — 7C — 7D — TE _ rE= F —
[ = ol [y = folls, fi = fols, [y = ol [y = fuly and f; = fii,
peuvent contréler le mouvement du manipulateur. La force d’inertie et le moment
résultant des forces d’inertie appliquées sur le corps 7, sont calculés en le pole 4, .

D’autre part, I’intervention du poids m,f g de ce solide et des différentes forces

Jon . y . , , Tk ok
extérieures et intérieures, sera évaluée par les vecteurs f, « »m, du torseur de ces

actions.
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(5)

Fig. 5 — Force fé de I’actionneur C. Fig. 6 — Force f3§ de I’actionneur D.

En connaissant la position, la variation de la vitesse et de I’accélération de
chaque articulation, dans les conditions d’un mouvement prescrit, ainsi que les
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forces et les moments exercés sur chacun des corps du manipulateur il est possible
calculer les forces requises aux actionneurs. Pour obtenir ces forces, trois
différentes méthodes ménent aux méme résultats: une premiére méthode utilise
I’approche classique de Newton-Euler, une seconde applique le formalisme des
équations et des multiplicateurs de Lagrange et une troisiéme est basée sur le
principe des travaux virtuels. Certaines relations récursives vectorielles concernant
I’équilibre des forces généralisées agissant sur le bras d’un manipulateur sériel ont
été obtenues par Kane et Levinson [15].

Dans le cadre d’un probléme inverse de dynamique, 1’article présent suivit la
méthode basée sur le principe des travaux virtuels et détermine la variation des
forces actives des six actionneurs pendant la duré de fonctionnement du robot.
Conformément au principe des travaux virtuels, la condition d’équilibre dynamique
du mécanisme est celle que le travail virtuel des forces extérieures et intérieures
ainsi que celui des forces d’inertie, développé au cours d’un déplacement virtuel
général compatible aux liaisons, serait égal a zéro.

En appliquant le modéle dynamique inverse exprimé par les équations
fondamentales de la dynamique des robots paralleles obtenues sous une forme
matricielle compacte par Stefan Staicu [28], nous aurons une formule exacte de la

. A . , . .
force motrice f32 appliquée par le premier actionneur
4
f32 = ”3 +(’065 M
Av Av Av
+c010aM + 5, M + o), M +c054aM +
Bv Bv Bv
+(’010aM +m,,, M + W, M +c054aM +
+cowaMc+(o21 MC +0343 Mc+c054aMC (19)
+c010aMD+0)21 MD+0343 MD+m54aMD
+c010aME +0321 ME +(o43 ME +c054aME
+0310aMF+o)21 MF+0)43 MF+o)54aMF]
avec les notations
A —>CA A —
Fko mk [Yko"'(wko (Dk0+8k0) ]-9.81 my d, Us,
A ~CA =4 TA =4 ~A4 JA= A ~CA —
M, = mk B Yio Tk €T @ Ji 0 — 981 my KT ay Uy,

ﬁkA = ﬁk/(l) +ag+1,k Fk (20)

+12
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A _ g d T A ~4 T A _
M, _Mk0+ak+l,k Mk+l+rk+1,k [y Fy (k=1,2,3,4,5,6).

Les relations (19), (20) représentent justement le modele dynamique inverse
du robot paralléle Stewart-Gough. Des expressions semblables s’obtiennent
facilement pour les autres forces de commande du manipulateur.
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10600 0‘5 1‘ 1‘5 é 2‘5 3 10500 0‘5 1‘ 1‘5 é 2‘5 3
s} tis)
. E . . F e
Fig. 7 — Force f32 de ’actionneur E. Fig. 8 — Force f32 de ’actionneur F.

A titre d’application nous allons considérer un manipulateur ayant les
caractéristiques suivantes

x =0.02 m, y7" =0.04 m, z' =0.06 m

ale, o, - o, - Ar=3s
90 45 30

l[,=04, =280 m, [, = 4,4, =0.20 m
[,=2770m, [, =280 m, [, =2.80 m
m, =2.5 kg, m, =20 kg, m, =10 kg

m, =2.5 kg, mg =5 kg m, =100 kg
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2 300
Jy=J,.J=| 1 |, J, = 300
2 600

Les diagrammes représentés dans un programme écrit en MATLAB donnent
la variation des forces motrices f5; (Fig. 3), fo (Fig. 4), f (Fig. 5), f, (Fig.

6), fv (Fig. 7), f+ (Fig. 8) des six actionneurs.

4. CONCLUSIONS

1. Dans le cadre de I’analyse cinématique inverse, cet article établit des
relations exactes pour la position, la vitesse et 1’accélération en temps réel de
chacun des éléments du manipulateur Stewart-Gough.

2. La méthode Newton Euler méne a un systéme de nombreuses équations ou
les forces de liaison des articulations se retrouveraient parmi les inconnues du
probléme. D’autre part, 1’utilisation des multiplicateurs de Lagrange introduit des
inconnues supplémentaires et rend les calculs étre assez longs et fastidieux.

3. La nouvelle approche basée sur le principe des travaux virtuels peut
facilement éliminer les réactions des contraintes et établit une détermination directe
et récursive des forces motrices. Les relations matricielles itératives (19), (20) du
mod¢le théorique de simulation dynamique peuvent rapidement devenir des
équations nécessaires au controle automatique du mouvement du manipulateur.

Recgu le 26 Juin 2008
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