
 

 SUR LA DEFORMATION D'UN TUBE CYLINDRIQUE  

DANA MIHAELA PETROSANU* 

Une proposition de loi non-linéaire régissant le comportement des matériaux élastiques 
isotropes consiste souvent à généraliser la loi linéaire de Hooke, valable en petites 
déformations, par l’adjonction de termes supplémentaires afin de tenir compte d’effets 
du second ordre, du troisieme ordre, etc. Pour les matériaux incompressibles, les 
modèles se réduit à loi de Hooke en petites déformations. 

1. INTRODUCTION 

Le but de cet article est d'étudier la déformation d'un tube cylindrique soumis 
à des pressions intérieures et extérieurs uniformes, ayant comme point de départ le 
cas d'une sphère que nous avons étudié dans [14].  

Dans la Séction 2 on considère que le matériau du cylindre est élastique, 
homogène, isotrope,  la déformation étant mise en évidence à  l'aide d'une fonction 
qui est dépendante du vecteur de position (du chaque point du materiau). D'abord, 
on obtient  dans ce cas la forme des équations d'équilibre,  et puis on considère le 
materiau hyperélastique et on introduit  l'énergie de déformation .W  Dans la 
Séction 3 il y a  des éxemples pour des cas particulière de la forme de l'énergie de 
déformation .W  Dans la Séction 4 on étudie comme application le cas d'un 
materiau élastique, soumis au grands déformations. Dans la  la Séction 5 on donne 
une solution numérique obtenue grace à la fonction ODE23 du paquet de 
programmes MATLAB [7].  

Cette méthode utilise l'algorithme de Runge-Kutta d'ordre deux et trois et elle 
est bien adaptée aux problèmes de Cauchy pour les systèmes d'équations 
différentielles du premier ordre. Le problème que nous étudions est un problème 
bilocal et l'on a utilisé la méthode ''du tir ''(''shooting method'') pour transformer ce 
problème dans un problème de Cauchy.  

On obtient la solution numérique sous une forme grafique, en exprimant tant 
le vecteur de position final du point P de la sphère en fonction du vecteur de 
position initial du même point que les composantes du tenseur de Piola Kirchhoff 
de la premiêre éspèce en coordonnées sphèriques. Dans le cas des petites 
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déformations, cas dans lequel la loi de comportement devient la loi de Hooke 
utilisée en élasticité linéaire, le problème considéré se simplifie car plusieurs 
termes de l'équation sont negligeables et la solution peut être obtenue sous une 
forme analytique. Dans ce cas on fait une comparaison entre les solutions 
analytiques et numériques en obtenant une approximation très bonne. 

2. CINEMATIQUE DU PROBLEME 

Soit un tube cylindrique circulaire, dont la géométrie référence est définie,  
par rapport aux coordonnées polaires ),,( ZR Θ , de manière suivante : 

           0 , 0 2 , 0A R B Z L≤ ≤ ≤ ≤ Θ ≤ π ≤ ≤ . (1) 

Si on note avec ),,( 321 XXX  les coordonnées cartesiennes d'un point P  du 
domain, dans la configuration de référence, alors nous avons : 

             ZXRXRX =Θ=Θ= 321 ,sin,cos , (2)   

en accord avec la  Fig. 2.1. 

 
Fig. 2.1 – Le cylindre dans la configuration de reference. 

On va noter avec ),,( 321 xxx , respectivement ( , , )r zθ  les coordonnées 
cartésiennes, respectivement polaires du point P  dans la configuration déformée 
choisie, à l'instant t . En notation vectorielle, nous allons désigner par X

r
 

respectivement xr  le vecteur de position du point P dans les deux configurations. 
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Nous admettons qu'on a une déformation du tube cylindrique obtenue en 
considérant qu'il est soumis aux pressions intérieures et extérieures uniformes, 
caractérisée par les formules :  

          0( ) , ,r f R R z Z= θ = Θ = λ , (3) 

où 
              00 , 0 2 , 0a r b z l L≤ ≤ ≤ ≤ θ ≤ π ≤ ≤ = λ , (4) 

a et b   étant  respectivement le rayon intérieur et extérieur de la coque cylindrique 
après la déformation, 0λ  >0 une constante, la fonction [ ] ( )∞→ ,0,: BAf  étant 
une fonction régulière, bijective, inconnue pour instant. En générale,  le problème 
qui se pose est de déterminer la fonction f  pour des conditions aux limites 
données et nous allons imposer ces conditions dans ce qui suite.  

Pour  le tube cylindrique qui va suivre la déformation obtenue en considérant 
qu'il est soumis aux pressions intérieures et extérieures uniformes, caractérisée par 
les formules (3), (4) le gradient F de la transformation est un tenseur symétrique.  

Par definition [1] : 

               xr⊗∇=F . (5) 

La définition du gradient et la dernière expression de F conduisent à 

                

2 ' '
1 1 2

' 2 '
1 2 1

0

( ) ( )( ) 0

( ) ( )( ) 0

0 0

X f R X X f Rf R R R
X X f R X f RF f RR R

 + 
 
 = +
 
 
 
 

λ

. (6) 

Il s'en suit de (6) que le gradient F est symétrique,  c'est qui achève  la 
démonstration. En supposant que F est aussi  défini-positif, le théorème de 
décomposition polaire [4] nous assure que RUF = , avec R  un tenseur 
orthogonal et U  un tenseur symétrique, défini-positif et cette décomposition est 
unique. Il en résulte que UF = et 1R = . Soit ( )Θ, ,R ze e er s r  la base physique qui 
correspond au système de coordonnées cylindriques ),,( ZR Θ , c'est-a-dire: 
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Par un calcul direct, on vérifie que les vecteurs Θ, ,R Ze e e
r r r

, donnés par la 
formule (7),  représentent les vecteurs propres du tenseur symétrique défini-positif  
U, qui correspondent respectivement aux valeurs propres: 

                ( ) ( ) ( )'
1 2 3 0, , .Rf R f R f Rλ = + λ = λ = λ    (8) 

Dans ce qui suit, nous allons considerer que le matériau de la sphère S  est 
élastique, homogène et isotrope. Soient Θ tenseur des contraintes nominale et Σ  le 
tenseur des contraintes de Biot [14]. On sait que ΘRΣ =  mais, comme nous 
avons vu dans notre cas, 1R = , donc .ΘΣ =  Le matériau étant isotrope, il en 
résulte que Σ  et U  ont les mêmes vecteurs propres [14]. Le système des équations 
d'équilibre d'un corp déformable, en absence des force volumique par unité de 
masse, s'écrit : 

            TDiv 0=Θ .  )9(   

En coordonnées polaires ce système d'équations se réduit à une seule 
équation qui n'est pas identiquement satisfaite : 

               ( )1
1 2

d 2 0.
dR R
σ

+ σ −σ =  (10) 

Dans ce qui suit nous allons supposer que le matériau est hyperélastique, 
donc ayant une loi constitutive de la forme : 

             ( )1 2 3, ,w W= λ λ λ , (11) 

avec w  fonction symétrique. Les valeurs propres du tenseur des contraintes de Biot 
seront alors : 

               , 1,2,3i
i

W i∂
σ = =

∂λ
. 

 
(12) 

  
Dans ce cas d'un cylindre en matériau  hyperélastique en subissant une 

déformation (3), en introduisant (12) dans (10) on obtient l'équation d'équilibre. On 
obtient ainsi une équation dans laquelle chaque des dérivées partielles de la 
fonction W  dépendent non linéairement de ( )Rf  et ( )Rf ' . En général,  il est très 
difficile à résoudre avec la fonction inconnue ( )Rff =  pour une fonction W  
donnée. Dans ce qui suit nous allons choisir W  selon quelques principes de la 
mécanique, de manière que  cette équation prends une forme simple. 
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3. L'ETUDE D'UN CAS PARTICULIER D'ENERGIE DE DEFORMATION  

Dans [14] on propose une forme particulière d'énergie de déformation ,W  
qui généralise la classe de matériaux armoniques de la théorie plane. On prend : 

               ( )1 2 3 ,W G I I I= − ν + µ  (13) 

où 

         1 1 2 3 2 1 2 2 3 3 1 3 1 2 3, ,I I I= λ + λ + λ = λ λ + λ λ + λ λ = λ λ λ  (14) 

sont les invariants principaux de ,U ν  et µ  sont constantes, tandis que G  est une 
fonction qui n'est pas encore précisée. De (12), les valeurs propres de S  sont : 

                  

( ) ( )

( ) ( )

'
1 1 2 3 2 3

1

'
2 1 2 3 1 3

2

3
3

,

,

0.

W G I

W G I

W

∂
σ = = − ν λ + λ + µλ λ

∂λ
∂

σ = = − ν λ + λ + µλ λ
∂λ
∂

σ = =
∂λ

   (15) 

On suppose la configuration de référence sans contraintes et l'énergie de 
déformation nulle dans cette configuration donc 1F =  et alors, G , ν  et µ  
doivent satisfaire les relations : 

                    '(3) 3 0, (3) 2 0.G G− ν + µ = − ν + µ =  (16)  

Dans ce cas, l'équation d'équilibre s'obtient en utilisant les relations (15), (10) 
et (8).  Cette équation s'écrit analogue au cas de la sphère [14] :  

                ( )" 1
1

d 0
d
IG I
R
=  (17) 

et elle peut être intégrée facilement. Il y a seulement deux cas : 
a) ( ) ,01

" =IG  donc  ( ) nmIIG += 11 , avec m et n constantes. En tenant 
compte de ( )25 on obtient : 

                ( ) ( ) ( )1 12 3 4G I I= ν + µ − ν + µ . (18) 

Dans ce cas, l'équation d'équilibre ( )17  est satisfaite pour chaque fonction 
( )Rff =  qui respecte ( )18 . 

b) ( ) ,01
" ≠IG  quel que soit .01 >I  Dans ce cas ( )1IG  est arbitraire mais 

l'équation d'équilibre se réduit à 1d d 0I R =  ou, en tenant compte de ( )14  et ( )8  : 
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                         'd ( ) 3 ( ) 0.
d

Rf R f R
R
 + =   (19) 

La solution générale de ( )19  s'écrit : 

            ( ) 3/ 3 / .f R R= α +β  (20) 

En utilisant ( )14  et ( )8  on a alors .1 α=I  En tenant compte de ce résultat et 
en imposant la condition que les élongations principalles soit positives, on obtient 

01 >α=I  et en utilisant ( )8  on a :  

                          1 2 33 3

2 0, 0.
3 3R R
α β α β

λ = − > λ = λ = + >  
  

(21) 

Les dernières conditions sont valables pour BRA ≤≤≤0  et impliquent : 

                3 3/ 3 / 6.A A−α < β < α  (22) 

La détérmination des constantes α  et β  est faite, en principe, si on prend 
quelques conditions aux limites pour AR =  et ,BR =  c'est-à-dire sur la frontière 
de la coque sphèrique . Dans [14] on étudie quelques cas particuliers pour .G  

4.  APPLICATION A UN MATERIAU ELASTIQUE A GRANDES DEFORMATIONS 

Dans ce qui suit, nous allons considérer le tube cylindrique en matériau 
élastique, isotrope, soumis à grandes déformations. On va choisir la loi de 
comportement du matériau donné sous la forme suivante, de manière qu'elle 
généralise la loi linéaire isotrope de Hooke [11] : 

              
( )1 2 1

tr ,
3

a a a= + −
EΠ E 1  (23) 

où Π est le  le tenseur de la seconde espèce de Piola Kirchhoff,  

             1 22 , 3 2 ,a a= µ = λ + µ  (24) 

avec µλ,  les constantes du matériau, ( )T1/ 2= −E FF 1 , F  étant le gradient de la 

déformation donné par )6( . Alors, le tenseur de Piola Kirchhoff de première 
espèce sera [14] : 

                    1 1 2
tr[ ( ) ].
3
EF a E a a I= = + −S FΠ  (25) 
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Dans ce qui suit, nous allons choisir, pour raisons de simplicité de calcul, la 

constante 0 1λ =  (ce qu'il est toujours possible, si nous choisissons la longueur du 
tube cylindrique assez grand en comparaison avec ses rayons, tel que, après la 
déformation le changement de la dimension de la longueur soit négligeable par 
rapport aux changements des dimensions des rayons). Nous allons utiliser les 
coordonnées cylindriques en vue de  mettre en évidence S pour cette déformation. 
Selon les relations (23), (24) et (9) en coordonnées cylindriques pour la fonction 
inconnue ( )Rff =  on obtient l'équation différentielle d'ordre deux suivante : 

                 
)2()45()12(6)12(3
)2(3)45(3)129()12(7)( 2'2'2

2'2'2'
''

+−+++++
+−+++++

⋅−=
kfkRffkfRk
kfkRffkfRk

R
fRf , (26) 

avec 21 / aak =  une constante du matériau, adimensionnelle. Par des calculs 
élémentaires on démontre que le dénominateur du membre droite de la relation 

)26(  n'est pas  nul dans l'intérieure du domaine (1) considéré. 
 L'équation  peut être résolue, en tenant compte aussi de données à la 

frontière du tube cylindrique. Les conditions à la frontière peuvent être soit les 
pressions, soit les déplacements, soit une combinaison entre ces deux. Nous avons 
choisi les conditions aux frontières suivantes : 

                      
( ) ( ) BbBfAaAf /,/ ==  (27) 

et Ll = . Le problème )26( , avec les conditions ( )27 , est un problème bilocal. On 
sait [19] que ce problème admet une solution unique [19, 14].  

5. SOLUTIONS NUMERIQUES 

Quoique la solution du problème (26), (27), existe et elle est unique, sa forme 
analytique est parfois très difficile à trouver. C'est pourquoi nous avons abordé ci-
dessous une méthode numérique. Nous avons utilisé la fonction ODE 23 du paquet 
de Programmes MATLAB. Cette fonction  utilise l'algorithme Runge-Kutta d'ordre 
deux et trois et elle est employée pour des problèmes de Cauchy associés aux 
équations ou aux systèmes d' équations du premier ordre. 

Le  problème (26) avec les données (27), n'est pas de ce type car, d'une part, 
l'équation (26) n'est pas du premier ordre et, de l'autre part, les données (27) ne sont 
pas des données initiales mais elle sont des données à la frontière. Les deux aspects  
seront examinés dans ce qui suit et nous allons montrer  comment on peut  
surmonter ces difficultés.  

  Evidemment, on peut associer d'une manière canonique au problème bilocal 
(26), (27) dans lequel l'équation différentielle est du second d'ordre un autre dans 
lequel l'équation (26) sera remplacée par un système d'équations différentielles du 
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premier ordre équivalent à cette équation. En effet, en considérant 
ffff == 21 ,'  dans (26) on obtient le système  

           

' 2 '2 ' 2
''

2 '2 ' 2

'
2 1

7(2 1) (29 1) 3(5 4) 3( 2)( ) ,
3(2 1) 6(2 1) (5 4) ( 2)

.

f k R f k Rff k f kf R
R k R f k Rff k f k

f f

+ + + + + − +
=− ⋅

+ + + + + − +

=

  

Nous utilisons d'abord le méthode du "tir"  (shooting method") [19], [14], 
pour associer au problème obtenu des problème de Cauchy et, ainsi, résoudre le 
problème. Cette méthode permet d'associer au problème bilocal considéré des 
problèmes de Cauchy de la forme : 

        

' 2 '2 ' 2
''

2 '2 ' 2

7(2 1) (29 1) 3(5 4) 3( 2)( ) ,
3(2 1) 6(2 1) (5 4) ( 2)

( ) / , '( ) .

f k R f k Rff k f kf R
R k R f k Rff k f k

f A a A f A u

+ + + + + − +
=− ⋅

+ + + + + − +

= =
 (28) 

On sait [19] que le problème de Cauchy associé à un problème bilocal admet 
une solution unique en mêmes conditions que le problème bilocal. Donc le 
problème de Cauchy  (28) admet une solution qui est  unique.  

Après avoir résoudre ce problème, on considère pour la solution trouvée la 
valeur ( )Bf  et on répète le procédé jusque'au moment où cette valeur s'approche 
avec l'approximation desirée de la valeur donnée dans la deuxième partie de la 
relation (27). Comme conséquence du théorème d'existence et unicité de la 
solution, la solution du problème (28) qui vérifie en même temps (27) est la 
solution cherchée.                                                

La solution sera obtenue sous une forme graphique. On met en évidence la 
dépendence du rayon final du tube  cylindrique  comme fonction du rayon initial 

( )Rrr =  (donc le déplacement).  
Remarques. Dans le cas des petites déformations, quand la loi de 

comportement se réduit à la loi de Hooke d'élasticité linéaire, le problème devient 
plus simple, car il y a des termes de l'équation qui sont négligeables et, alors, sa 
solution peut être détérminée analytiquement. En effet, en négligeant les termes 
d'ordre deux, le problème (26), (27) se réduit à: 

                    ( ) ( ) ( ) ( )" 3 ' 0, / , / .Rf R f R f A a A f B b B+ = = =  (29) 

La solution d'équation (29) est : 

                  
( ) 2

2 2 2 2 .bA aB aA bBf R A B R
A B A B

−− −
= +

− −
 (30) 
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Dans ce cas, un étude comparatif entre  la solution analytique )(RRfra = , 

(où f est donnée par (30)), et la solution numérique ( )RRfrn =  (où f  est 
obtenue par la méthode ''du tir'' pour le problème (26), (27)) montre une très bonne 
aproximation.  

D'autre parte, l'équation du problème bilocal (29) peut être trouvée aussi par 
calcul direct. Soient ε  le tenseur des petites déformations d'élasticité linéaire et σ  
le tenseur des contraintes de Cauchy. On écrit la loi de comportement par rapport à 
une configuration naturelle où 0σ0ε =⇒= et on obtient : 

                     2 .tr= λ + µσ ε1 ε  (31) 

En utilisant (31) et l'équation d'équilibre Div 0=σ , en coordonnées polaires  
[16], on retrouve l'équation de (29).  

Nous présentons ci-dessous 14 solutions numériques obtenues en utilisant la 
méthode que nous venons d'exposér. Les valeurs numériques choisies pour A, B, a, 
b sont présentées dans le Tableau 5.1 ci-dessous (l’unité de mesure est le metre); 
une partie des cas correspondent aux petites déformations et l'autre aux grandes 
déformations et les murs du tube cylindrique ont été soumis soit à élongation soit à 
compression. 

Tableau 5.1  

Valeurs numeriques pour  A, B, a, b 

No.  A B a b No. A B a b 
1. 0.10 0.105 0.10 0.107 8. 0.10 0.105 0.10 0.101 
2. 0.10 0.105 0.10 0.109 9. 0.20 0.225 0.205 0.228 
3. 0.10 0.105 0.10 0.111 10. 0.20 0.225 0.197 0.228 
4. 0.10 0.105 0.10 0.113 11. 0.20 0.225 0.19 0.215 
5. 0.10 0.105 0.10 0.115 12. 0.20 0.225 0.20 0.224 
6. 0.10 0.105 0.10 0.104 13. 0.20 0.225 0.21 0.235 
7. 0.10 0.105 0.10 0.1025 14. 0.20 0.225 0.18 0.205 

 
Le matériau du tube cylindrique est un caoutchouc cellulaire [11] caractérisé 

par λ = 0.12 MPa, µ = 0.14 MPa, 1 0.28 MPaa = , 2 0.64 MPaa =  donc 
.44.0: 21 == aak  On met en évidence la dépendence du rayon final du tube 

cylindrique comme fonction du rayon initial ( )Rrr =  (donc le déplacement), à 
l'aide de la fonction f(R).  

Dans le cas 1–8, le rayon intérieur du tube cylindrique a été maintenu 
constant, et la surface extérieure a été soumise à une élongation dans les cas 1–5 et  
à une compression  dans les cas 6–8.  

Dans les cas 9 et 13 les deux surfaces du tube cylindrique ont été soumises à 
une élongation, tandis que dans les cas 11 et 14 les deux surfaces ont été soumises 
à une compression. Au cas 12, la surface intérieure du tube cylindrique a été 
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soumise à une élongation tandis que celle extérieure a été soumise à une 
compression.  

Dans les cas des petites déformations, on peut observer une très bonne 
approximation réalisée par la solution numérique du problème (26), (27) pour la 
solution analytique de (29), donnée per (30).  

Pour les des grandes déformations le calcul de la solution de (30) n'est pas 
plus justifie parce que les déformations n'étant pas petites, ne peuvent pas être 
négliges des terms de l'équation constitutive et ainsi, le comportement du matériau 
n'est pas plus proche de celui d'un matériau élastique, linéaire (Figs. 5.1–5.14).   
   
 

  
Fig. 5.1 – Solution graphique dans le cas 1. Fig. 5.2 – Solution graphique dans le cas 2. 

  
Fig. 5.3 – Solution graphique dans le cas 3. Fig. 5.4 – Solution graphique dans le cas 4. 

  
Fig. 5.5 – Solution graphique dans le cas 5. Fig. 5.6 – Solution graphique dans le cas 6. 
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Fig. 5.7 – Solution graphique dans le cas 7. Fig. 5.8 – Solution graphique dans le cas 8. 

  
Fig. 5.9 – Solution graphique dans le cas 9. Fig. 5.10 – Solution graphique dans le cas 10. 

  
Fig. 5.11 – Solution graphique dans le cas 11. Fig. 5.12 – Solution graphique dans le cas 12. 

  
Fig. 5.13 – Solution graphique dans le cas 13. Fig. 5.14 – Solution graphique dans le cas 14. 

 
Reçu 23 avril, 2010 
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